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1. Τίτλος: Οι κρυµµένοι τριγωνοµετρικοί αριθµοί 

• Συγγραφέας Βλάστος Αιµίλιος 
 
• Γνωστική περιοχή των µαθηµατικών: Τριγωνοµετρία 

 
• Θέµα- Σκεπτικό της δραστηριότητας. 
• Η  ιδέα πάνω στην οποία έχει στηριχτεί ο σχεδιασµός του σεναρίου  γεννήθηκε όταν κατά την 
εισαγωγική παράδοση στο µάθηµα Τριγωνοµετρικοί αριθµοί οξείας γωνίας µιας µαθήτρια ρώτησε:  
που φαίνονται κύριε οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί στο τρίγωνο; Φυσικά είναι πολύ δύσκολο να δείξεις 
αλλά και να εξηγήσεις ότι στο ορθογώνιο τρίγωνο εκτός από τις ορατές πλευρές και γωνίες, υπάρχουν 
κρυµµένοι αριθµοί (οι λόγοι των πλευρών που αντιστοιχούν σε οξείες γωνίες) 
Η καινοτοµία που εισάγεται µε τη διδασκαλία του θέµατος είναι η εµφάνιση αυτών των αριθµών στο 
τρίγωνο.  
• Προστιθέµενη αξία. Το σενάριο  αναδεικνύει συγκεκριµένες δράσεις οι οποίες δεν µπορούν να 
υλοποιηθούν µε τα συµβατικά αναπαραστασιακά µέσα ενώ συγχρόνως αυτές οι δράσεις επεκτείνουν 
τους γνωστικούς ορίζοντες του µαθητή. Η προστιθέµενη αξία του σεναρίου από παιδαγωγική σκοπιά 
είναι ότι ο µαθητής µε την βοήθεια του λογισµικού έχει την δυνατότητα να χειριστεί δυναµικά ένα 
τρίγωνο  να διαπιστώσει  χωρίς να µετράει κάθε φορά και να διαιρεί ότι υπάρχει ένας λόγος σταθερός 
(τριγωνοµετρικός αριθµός) που αντιστοιχεί σε µια οξεία γωνία. Κατόπιν ο µαθητής βλέπει ότι 
υπάρχουν και άλλοι τέτοιοι αριθµοί , οπότε αναπόφευκτα αναρωτιέται πόσοι είναι, υπάρχει η ανάγκη 
να τους ξεχωρίζουµε άρα να τους δώσουµε όνοµα, συµµετέχοντας έτσι ενεργά στην αναζήτηση των 
κρυµµένων αριθµών. 
• Καινοτοµία: α) Με την παρούσα δραστηριότητα διδάσκονται οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί 
(εφαπτοµένη, συνηµίτονο, ηµίτονο ) καθώς και οι συµµεταβολές τους σε µία διδακτική ώρα , σε 
αντίθεση µε την κατανοµή του αναλυτικού προγράµµατος σε διαφορετικές παραγράφους. Αυτό δεν 
σηµαίνει ότι η µία ώρα αυτής της δραστηριότητας καλύπτει τις ώρες διδασκαλίας του αναλυτικού 
προγράµµατος. Ο ενιαίος τρόπος διδασκαλίας όλων των τριγωνοµετρικών αριθµών έρχεται να 
σταθεροποιήσει την έννοια των λόγων των πλευρών του τριγώνου σαν αριθµούς που υπάρχουν σε 
ένα τρίγωνο και την σύνδεσή τους µε µια οξεία γωνία. Μετά την δραστηριότητα αυτή ο καθηγητής 
µε τους µαθητές µπορούν να κάνουν τις εφαρµογές και τα προβλήµατα του σχολικού βιβλίου ανά 
παράγραφο αλλά και τυχαία. Επίσης γίνεται η δυνατότητα να γίνουν εφαρµογές και µέσα από αυτή τη 
δραστηριότητα αλλά  θα απαιτηθεί µία ακόµη διδακτική ώρα. 
β) Η παρούσα δραστηριότητα στην ∆’ φάση εισάγει ένα γράφηµα που είναι πρόδροµος της γραφικής 
παράστασης  των τριγωνοµετρικών αριθµών . Με αυτή την αναπαράσταση επιχειρείται να συνδεθεί η 
µεταβολή ενός τριγωνοµετρικού αριθµού, µε την µεταβολή της γωνίας 
γ) Γίνεται η σύνδεση του πραγµατικού κόσµου µε τα µαθηµατικά. Υπάρχει µια προσοµοίωση του 
σχήµατος σαν ένας δρόµος που ένα αυτοκίνητο τον ανεβαίνει και ένα µέρος της δραστηριότητας 
αναφέρεται στη κλίση. Επιπλέον αίρεται η εσφαλµένη αντίληψη ότι δεν υπάρχει (θεωρητικά) κλίση 
100% . Οι περισσότεροι θεωρούν ότι στην κλίση 100% ο δρόµος- ευθεία είναι κατακόρυφη. 
• Γνωστικά – διδακτικά προβλήµατα  Η έννοια του τριγωνοµετρικού αριθµού αρχίζοντας από 
τον ορισµό, δεν δίνει στον µαθητή την στέρεα αίσθηση ότι είναι ένας αριθµός. Ο µαθητής 
δυσκολεύεται αρκετά να κατανοήσει τι είναι λόγος. Έτσι µε τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας 
αποστηθίζει κάποιους ορισµούς χωρίς να αντιλαµβάνεται τι είναι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί και πως 
αυτοί φαίνονται στο τρίγωνο. Μαθαίνει απλά να κοιτά τους τριγωνοµετρικούς πίνακες που υπάρχουν 
στις τελευταίες σελίδες του βιβλίου του ή να τους βρίσκει µε µια επιστηµονική αριθµοµηχανή του Η-
Υ ή του κινητού του. Βέβαια και αυτή η δεξιότητα είναι καλή, καλύτερα όµως να γίνεται αφού 
γνωρίσει ενεργά το θεωρητικό πλαίσιο που αφορά αυτούς τους αριθµούς. 

2. Πλαίσιο εφαρµογής.  
• Σε ποιους απευθύνεται: Σε µαθητές της Β Γυµνασίου 
• Χρόνος υλοποίησης. Τρείς  (3) διδακτικές ώρες 
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• Χώρος υλοποίησης. οι µαθητές θα εργαστούν εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών, ή 
στην αίθουσα µε τον διαδραστικό πίνακα 

• Προαπαιτούµενες γνώσεις των µαθητών.  
Το απαιτούµενο γνωστικό υπόβαθρο των µαθητών είναι : Το ορθογώνιο τρίγωνο, ή έννοια της οξείας 
γωνίας, οι εντός εκτός και επί τα αυτά γωνίες . Η επίλυση εξισώσεων µε την µέθοδο χιαστί  .  
• Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: Φύλλο εργασίας , το λογισµικό δυναµικής 
γεωµετρίας geogebra και οι Η-Υ.  
• Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης.  οι µαθητές θα εργαστούν  σε οµάδες των 4 ατόµων, οι 
ρόλοι των µαθητών είναι να προβούν στις µαθησιακές δράσεις που προκύπτουν από το φύλλο 
εργασίας και να εµπλακούν στις αλληλεπιδραστικές δράσεις µε το λογισµικό, µε τους συµµαθητές 
τους  και µε τον διδάσκοντα.  Οι αναµενόµενες διδακτικές παρεµβάσεις του εκπαιδευτικού είναι 
περισσότερο ο συντονισµός των φάσεων της δραστηριότητας και οι επεξηγήσεις που θα δώσει στους 
µαθητές  
• Στόχοι της δραστηριότητας 
α) ∆ιδακτικοί: Αναφέρονται παρακάτω στην ανάλυση της δραστηριότητα 
β)  Παιδαγωγικοί: Το παρόν σενάριο δηµιουργεί µαθησιακό περιβάλλον  που εµπλέκει µαθητές, 
λογισµικό, καθηγητή. Η αλληλεπίδραση αυτή έχει δύο διαστάσεις. Η πρώτη αφορά στην 
αλληλεπίδραση µεταξύ µαθητών και εκπαιδευτικού, µαθητών µε µαθητές, εκπαιδευτικών µε 
εκπαιδευτικούς. Η δεύτερη αφορά στην αλληλεπίδραση των χρηστών µε την πληροφορία και τη 
διαχείρισή της µέσω των ΤΠΕ.  
 
• Ανάλυση της δραστηριότητας.  
 
 

 
Ερωτήσεις 

φύλλου 
εργασίας  

∆ιδακτικοί στόχοι.  Μαθησιακές ∆ράσεις 
(τι αναµένεται από 

µαθητή/οµάδα να κάνει 
µαζί µε εκπαιδευτικό 
και τα υπολογιστικά 

µέσα) 

Αναµενόµενες διδακτικές 
παρεµβάσεις 

Α’ φάση: 
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Κινείστε το 
δροµέα για 
το σηµείο 
Α. 
Τι 
παρατηρείτ
ε; 

Οι µαθητές να 
αποκτήσουν 
κινητικές 
δεξιότητες, να 
παρατηρήσουν, να 
εικάσουν 

Οι µαθητές να 
παρατηρήσουν ότι 
αλλάζει το τρίγωνο, 
ότι αλλάζουν οι 
πλευρές, η Β 
παραµένει σταθερή, 
οι άλλες γωνίες θα 
συζητήσουν αν 
παραµένουν 
σταθερές ή 
αλλάζουν. 

Στο δυναµικό σχήµα της εφαρµογής η Β 
παραµένει σταθερή, ενώ οι άλλες 
αλλάζουν µεν, αλλά παραµένουν ίσες 
.οι µαθητές γνωρίζουν από την Α τάξη 
για τις γωνίες που ορίζονται από 2 
παράλληλες ευθείες που τέµνονται από 
µία τρίτη ευθεία. Αν χρειαστεί µπορεί 
να ζητηθεί οι µαθητές σχεδιάσουν και 
τρίτη παράλληλη. 
 
 

Μπορείτε 
να 
παρατηρήσ
ετε ότι στις 
πλευρές 
κάτι 
παραµένει 
σταθερό; 

Να παρατηρήσουν 
οι µαθητές ότι ο 
λόγος της απέναντι 
κάθετης προς την 
υποτείνουσα είναι 
σταθερός, εφόσον η 
γωνία Β παραµένει 
σταθερή. 

Να αναρωτηθούν 
πώς µπορεί να γίνει 
αυτό. Να κάνουν 
διάφορες πράξεις 
µε αυτούς τους 
αριθµούς 

Είναι δύσκολο να παρατηρήσουν ότι ο 
λόγος παραµένει σταθερός, γιατί αυτό 
δεν φαίνεται, είναι κρυµµένο θέλει 
πράξεις. Για τον λόγο αυτό δίνουµε 
στους µαθητές τη δυνατότητα να 
χρησιµοποιήσουν την αριθµοµηχανή. 
Επίσης µπορούµε να αφήσουµε το 
λογισµικό να δείχνει το λόγο. 

 
 
Κινείστε το 
σηµείο Κ  

Να παρατηρήσουν 
οι µαθητές ότι ο 
λόγος της απέναντι 
κάθετης προς την 
υποτείνουσα είναι 
σταθερός για κάθε  
γωνία Β στο 
ορθογώνιο τρίγωνο, 
να µάθουν να 
ορίζουν τον αριθµό 
αυτό 

Να παρατηρήσουν 
οι µαθητές ότι η 
γωνία Β αλλάζει 
και µαζί µε αυτή 
και ο λόγος. 

Θα ειπωθεί ότι τελικά σε οποιοδήποτε 
ορθογώνιο τρίγωνο, για οποιαδήποτε 
οξεία γωνία Β, υπάρχει ένας κρυµµένος 
τριγωνοµετρικός αριθµός. Τώρα θα 
διατυπωθεί ο ορισµός για αυτόν τον 
αριθµό. Υπάρχει και αντίστοιχο κουτί 
στο λογισµικό για τον ορισµό της 
εφαπτοµένης 

 
Β’ φάση: 

Όµοιες 
ερωτήσεις  
µε αυτές τις 
Α φάσης  

Να παρατηρήσουν οι 
µαθητές ότι υπάρχει 
και άλλος 
τριγωνοµετρικός 
αριθµός κρυµµένος, 
αρκεί να αλλάξουµε 
τους λόγους, να 
µάθουν να ορίζουν 
τον αριθµό αυτό 

όµοια Εδώ η διαδικασία θα είναι πιο γρήγορη 
αφού τα περισσότερα είναι όµοια µε την 
Α φάση. Όµως θα είναι µεγάλη η 
ικανοποίηση να βλέπεις τους µαθητές να 
ανακαλύπτουν και νέο τριγωνοµετρικό 
αριθµό ,το συνηµίτονο της Β 

Γ’ φάση: 
Όµοιες 
ερωτήσεις  
µε αυτές τις 
Α φάσης  

Να 
παρατηρήσουν οι 
µαθητές ότι 
υπάρχει και άλλος 
τριγωνοµετρικός 
αριθµός 
κρυµµένος, αρκεί 
να αλλάξουµε 
τους λόγους, να 
µάθουν να 
ορίζουν τον 

Λογικά κάποιοι µαθητές θα 
αναρωτηθούν πόσοι 
τριγωνοµετρικοί αριθµοί 
(κρυµµένοι) υπάρχουν σε 
ένα ορθογώνιο τρίγωνο; 
Αν δεν γίνει η ερώτηση 
αυτή θα πρέπει ο 
καθηγητής να την κάνει. 
Τότε µπορούµε να πούµε 
ότι υπάρχουν τόσοι 
τριγωνοµετρικοί αριθµοί 

Εδώ η διαδικασία θα είναι πιο 
γρήγορη αφού τα περισσότερα 
είναι όµοια µε την Α φάση. Όµως 
θα είναι µεγάλη η ικανοποίηση να 
βλέπεις τους µαθητές να 
ανακαλύπτουν και νέο 
τριγωνοµετρικό αριθµό ,το 
ηµίτονο της Β. 
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αριθµό αυτό  οξείας γωνίας όσοι και οι 
διαφορετικοί λόγοι στις 
πλευρές του ορθογωνίου. 
Εµείς ασχολούµαστε µε 
τους αξιοσηµείωτους 
τριγωνοµετρικούς 
αριθµούς. 

 
 

 
∆’ φάση: 

 

 
 

Κινείστ
ε τον 
δροµέα 
∆. Πως 
µεταβά
λλεται 
η γωνία 
∆; και 
πως 
αντίστο
ιχα ο 
κάθε 
τριγωνο
µετρικό
ς 
αριθµός
; 

Να κατανοήσουν 
οι µαθητές ότι 
όταν µεγαλώνει 
ή µικραίνει η 
οξεία γωνία ∆ 
τότε οι δύο 
τριγωνοµετρικοί 
αριθµοί ηµ∆ , 
εφ∆ µεγαλώνουν, 
µικραίνουν 
αντίστοιχα, ενώ ο 
τρίτος 
τριγωνοµετρικός 
αριθµός συν∆ 
µικραίνει, 
µεγαλώνει 
αντίστοιχα. 

Αρχικά 
κινώντας το 
δροµέα οι 
µαθητές 
βλέπουν να 
αυξοµειώνε
ται η γωνία 
∆. 
Κατόπιν θα 
αναρωτηθού
ν πως 
γίνεται να 
καταλάβουν 
πως 
µεταβάλλον
ται οι 
τριγωνοµετρ
ικοί αριθµοί 
αφού δεν 
τους 
βλέπουν. 

Ο καθηγητής προτρέπει τους µαθητές να κάνουν κλίκ 
σε κουτί που έχει το όνοµα του τριγωνοµετρικού 
αριθµού. Τότε θα εξηγηθεί ότι ο τριγωνοµετρικός 
αριθµός έχει αποτυπωθεί στον άξονα των 
τεταγµένων, ενώ η γωνία ∆ στον άξονα των 
τετµηµένων. Αφού γίνουν αντιληπτές οι 
συµµεταβολές γωνίας και τριγωνοµετρικών αριθµών, 
τότε ο καθηγητής προτρέπει στους µαθητές να 
εµφανίσουν το ίχνος του σηµείου, οπότε κινώντας 
πάλι τον δροµέα (δίνονται οι οδηγίες σαν κείµενο 
στο λογισµικό) θα πάρουν ένα γράφηµα. Από το 
γράφηµα αυτό που σηµειωτέον είναι αποτέλεσµα 
της δραστηριότητας του µαθητή µαζί µε το 
λογισµικό οι µαθητές µπορούν να επαληθεύσουν τις 
εικασίες τους για τις συµµεταβολές .Επίσης µπορεί ο 
καθηγητής να αναφέρει ότι το γράφηµα αυτό είναι ο 
πρόδροµος της γραφικής παράστασης των 
τριγωνοµετρικών αριθµών που θα διδαχθούν στην Α 
λυκείου. Σε άλλο µάθηµα στην τάξη ο καθηγητής θα 
ζητήσει από τους µαθητές να δούνε τους 
τριγωνοµετρικούς πίνακες και να τους ζητήσει να 
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επαληθεύσουν τις συµµεταβολές γωνίας και 
τριγωνοµετρικών αριθµών που έµαθαν µέσω του 
λογισµικού. 

Ε’ φάση: 
 

 
Κινείστε το 
σηµείο Λ. 
Τι 
παρατηρείτ
ε; 

Να κατανοήσουν 
οι µαθητές ότι 
στο τυχαίο 
τρίγωνο κανείς 
λόγος δεν είναι 
σταθερός, οπότε 
οι ορισµοί των 
τριγωνοµετρικών 
αριθµών που 
δόθηκαν στις 
προηγούµενες 
φάσεις ισχύουν 
αποκλειστικά σε 
ορθογώνιο 
τρίγωνο. 

Να παρατηρήσουν οι 
µαθητές ότι κινώντας το Λ 
η γωνία Ν παραµένει 
σταθερή και ότι ο λόγος 
της απέναντι πλευράς µε 
την απέναντι δεν είναι 
σταθερός. 

Εδώ ο καθηγητής έρχεται να 
δώσει στους µαθητές να 
κατανοήσουν ότι όταν δίνουµε τον 
ορισµό ενός τριγωνοµετρικού 
αριθµού, αυτός ο ορισµός απαιτεί 
την προϋπόθεση του ορθογωνίου 
τριγώνου. Βέβαια οι 
τριγωνοµετρικοί αριθµοί κάθε 
γωνίας υπάρχουν. Φέρνοντας το 
ύψος από το Λ ή το Μ 
σχηµατίζεται ορθογώνιο τρίγωνο 
του οποίου οι λόγοι των πλευρών 
ορίζουν τους τριγωνοµετρικούς 
αριθµούς.  

ΣΤ’ φάση: 
Στις φάσεις 
1, 2, 3 να 
πατήσετε 
το κουτί µε 
το όνοµα 
εφαρµογή 
και να 
βρείτε την 
άγνωστη 
πλευρά.  

Να εµπεδώσουν 
τους ορισµούς 
των 
τριγωνοµετρικών 
αριθµών. Να 
µάθουν να τους 
χρησιµοποιούν 
για να βρίσκουν 
άγνωστες πλευρές 
στο ορθογώνιο 
τρίγωνο 

Οι µαθητές κινούν το Α ή 
το Κ και λύνουν τις 
εξισώσεις που προκύπτουν 
χωρίς την βοήθεια του 
λογισµικού. Απλά 
χρησιµοποιούν τον πίνακα 
ή ένα χαρτί που δίνεται 
µαζί µε το φύλλο εργασίας 

Μετά την λύση µιας εξίσωσης ο 
καθηγητής πάει σε κάθε οµάδα, 
απενεργοποιεί το κουτί εφαρµογή 
και µαζί µε τους µαθητές βλέπουν 
την λύση. 

 

3. Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: α)Οι πληροφορίες που αντλεί  ο εκπαιδευτικός κατά τη διάρκεια 
της εφαρµογής της δραστηριότητας αξιοποιούνται   για ανατροφοδότηση του σεναρίου. Για 
παράδειγµα το παρόν σενάριο αναθεωρήθηκε δύο φορές µετά την πρώτη εφαρµογή στη τάξη. 
β) Κάνουµε µετά το τέλος της δραστηριότητας κατάλληλες ερωτήσεις ώστε 
να δούµε αν επιτεύθηκαν κυρίως οι µαθησιακοί στόχοι που θέσαµε. 
 

4. Επέκταση της δραστηριότητας. Μεταξύ Α και Β φάσης ή στο τέλος της 
δραστηριότητας , κάνουµε µάθηµα µε την κλίση. 



Βλάστος Αιµίλιος Μαθηµατικός 

Ρωτούµε τους µαθητές ποια πινακίδα συναντάµε σε ανηφορικό δρόµο. 
Στην φάση 1 υπάρχει το κουµπί κλίση και ζητάµε από τους µαθητές να το ενεργοποιήσουν, να 
θέσουν σε κίνηση ένα αυτοκίνητο που ανεβαίνει το δρόµο. 
Αρχικά αφήνουµε την κλίση (εµφανίζεται στο λογισµικό) να είναι 10% ώστε να υπάρχει σύνδεση µε 
τη πραγµατικότητα. 
Ρωτάµε τους µαθητές ο αριθµός αυτός (κλίση) που υπάρχει σε όλο το θεωρητικό πλαίσιο που 
αναπτύξαµε πριν. Ο σκοπός µας είναι να τον  
συσχετίσουν µε τον τριγωνοµετρικό αριθµό εφαπτοµένη. 
Ρωτάµε τους µαθητές να εξηγήσουν το παρακάτω σχήµα: 

 

 

 

 

 

Σκοπός µας είναι ότι:  σε κάθε 100 m οριζόντιας απόστασης ανεβαίνουµε 10m. 

Ζητάµε από τους µαθητές να µας πουν πόσο µπορεί να είναι η κλίση η πραγµατική ενός δρόµου (γίνονται 
εκτιµήσεις) και πόσο µπορεί να είναι στο µοντέλο που βλέπουµε. Σκοπός µας είναι να αρθεί η αντίληψη 
που έχει ο περισσότερος κόσµος ότι δεν υπάρχει κλίση 100% (Αν ρωτήσουµε τους µαθητές από πρίν 
πιστεύουν ότι είναι κατακόρυφη ευθεία.) 
Κάνουµε επίσης µια µικρή συζήτηση για αρνητικές κλίσεις. 

 

5. Βιβλιογραφία : επιµορφωτικό υλικό ΕΑΙΤΥ για την επιµόρφωση Β επιπέδου. 

 


