Geogebra4
Βασικές σημειώσεις


· Χειρισμού

· Κατασκευών

· Χρήσης στην εκπαιδευτική διαδικασία
Βλάστος Αιμίλιος 

Μαθηματικός

1. Mέσο έκφρασης 
Στα γραφικά ή και στα γραφικά 2 μπορούμε να κάνουμε μια οποιαδήποτε γεωμετρική κατασκευή ή γραφική παράσταση , εμφανίζοντας άξονες, πλέγμα τα οποία προσαρμόζονται δυναμικά στις απαιτήσεις μας 

εμφάνιση άξονα –πλέγματος:
 Στα γραφικά , κάνουμε δεξί κλίκ , εμφανίζεται παράθυρο με τίτλο γραφικά , η πρώτη και η δεύτερη επιλογή αφορά την εμφάνιση και απόκρυψη άξονα , πλέγματος αντίστοιχα. Η τελευταία επιλογή αφορά την τροποποίηση εμφάνισής τους (ημιάξονες , απόσταση πλέγματος κλπ.)
Εφαρμογή: 
	[image: image22.emf]
Αφήσαμε μόνο τη θετική κατεύθυνση στους άξονες, για τον άξονα ψ επιλέξαμε απόσταση π/2 (ή εναλλακτικά μονάδες μέτρησης : π)

	[image: image2.emf]
                      Η αναλογία είναι 500:1


Εργαλειοθήκη 
 Βρίσκεται στο πάνω μέρος του παραθύρου και κάτω από τη γραμμή μενού. Τα εργαλεία είναι ομαδοποιημένα, δηλαδή κάτω από το καθένα υπάρχουν και άλλα. Για να έχετε πρόσβαση σε αυτά κρατήστε πατημένο το αριστερό κλίκ του ποντικιού σε αυτά ή κάντε αριστερό κλίκ στο βελάκι που βρίσκεται στη κάτω δεξιά γωνία του εργαλείου.
Όταν ένα εργαλείο είναι επιλεγμένο εμφανίζεται η βοήθειά του (στο τέλος της γραμμής εργαλείων)
Ένα από τα κυριότερα εργαλεία είναι αυτό της μετακίνησης (πρώτο), ενεργοποιείται και με το πλήκτρο Esc και χρησιμοποιείται για επιλογή αντικειμένων, μετακίνηση
Εφαρμογή1
 Πάρτε τμήμα ΑΒ, πατήστε Esc , μετακινείστε το α) από το Α β) από το Β γ) από το τμήμα

Εφαρμογή2

Πάρτε τμήμα ΑΒ, πατήστε Esc, επιλέξτε το με αριστερό κλίκ, δεξί κλίκ , ιδιότητες, αλλάξτε χρώμα , στυλ , διακόσμηση κλπ.
Εφαρμογή3

[image: image1.emf]Πάρτε σημείο Α, βρείτε το συμμετρικό του Α΄ ως προς τον χχ΄
Παρατηρείστε στο παράθυρο της άλγεβρας ότι το Α είναι ανεξάρτητο και μπορούμε να το χειριστούμε δυναμικά ενώ το Α΄ είναι εξαρτημένο 
Δώστε στα σημεία ενεργό το ίχνος και κινείστε το Α
Πληκτρολογήστε την y=x στο πεδίο εισαγωγής και βρείτε το συμμετρικό του Α και ως προς αυτή.
Για να φύγει το ίχνος απλά κινείστε τη ροδἐλα του ποντικιού ή πατήστε ανανέωση. Για να μην αφήνει ίχνη κλίκ στο αντικείμενο, ιδιότητες , ενεργό το ίχνος(λειτουργεί σαν διακόπτης)
                                        
    Το εργαλείο εισαγωγή κειμένου 

α) Απλό-δυναμικό κείμενο
Έχει εικονίδιο ABC και είναι το τρίτο από το τέλος. Αφού το επιλέξετε κάντε κλίκ σε όποιο σημείο των γραφικών επιθυμείτε. Στο παράθυρο που εμφανίζεται γράψτε το κείμενο που επιθυμείτε στο πεδίο επεξεργασία., και παρακάτω έχετε την  προεπισκόπηση.
π.χ1
Στο παράθυρο των γραφικών παραστήστε ένα τρίγωνο ΑΒΓ
Επιλέξτε το εικονίδιο ABC 
. γράψτε :
 Το εμβαδό του ΑΒΓ είναι :  
και στη συνέχεια κάντε κλίκ ακριβώς πάνω στο πολύγ1-στην Άλγεβρα (εμφανίζεται το πολύγ1 πλαισιωμένο) , πατήστε ΟΚ. Όταν τώρα μετακινείτε το Α τότε ένα τμήμα του κειμένου είναι στατικό και το άλλο είναι δυναμικό(αλλάζει  και δείχνει κάθε φορά το εμβαδό του πολυγώνου.)
Αν είχαμε επιλέξει τμήμα θα άλλαζε δυναμικά το μήκος του, γωνία το μέτρο της κλπ.
Μέσα στην επεξεργασία κειμένου εναλλακτικά αντί να κάνετε κλίκ σε ένα αντικείμενο στα γραφικά ή στην άλγεβρα, μπορείτε να χρησιμοποιήσετε το μενού αντικείμενα το οποίο ανοίγει και επιλέξτε αυτό που θέλετε. Επίσης από το  μενού σύμβολα δείτε κάποια σύμβολα που περιέχονται.
Μέσα στην επεξεργασία κειμένου η λειτουργία αντιγραφής –επικόλλησης γίνεται με τα πλήκτρα Ctrl+C και Ctrl+V αντίστοιχα


   β) Τύπος LaTeX
Για τις ανάγκες των Μαθηματικών συμβόλων ενεργοποιείστε αυτή την επιλογή
π.χ. Επιλέξτε ορισμένο ολοκλήρωμα με  άκρα α, β τότε εμφανίζεται στο πεδίο επεξεργασίας :
 $ \int_{a}^{b}{ } $
Στη θέση του a γράψτε ότι θέλετε για το κάτω όριο ολοκλήρωσης , όμοια για το b και στη θέση του  κενού άγκιστρου γράψτε τη συνάρτηση και γράψτε στο τέλος το σύμβολο του διαφορικού π.χ. dx
Αν θέλετε κάτι ποιο σύνθετο π.χ το αντί του a  μια ρίζα , τότε σβήνουμε το a  και ενώ ο δρομέας είναι εκεί, επιλέγουμε μια ρίζα. Αν αντί b  θέλετε ένα κλάσμα σβήστε το b  επιλέξτε κλάσμα. τότε εμφανίζεται στο πεδίο επεξεργασίας :
$ \int_{\sqrt{x}}^{\frac{b}{b}}{ } $
 το x είναι το υπόρριζο, το πρώτο b  είναι ο αριθμητής , το επόμενο είναι ο παρονομαστής και στο τελευταίο κενό άγκιστρο γράψτε τη συνάρτηση
Δυνάμεις: γράψτε (α+3)^{2α-3}για να πάρετε (α+3)2α-3
Δείκτες: γράψτε (α+3)_{2α-3}για να πάρετε (α+3)2α-3
Δηλαδή τα ορίσματα να μπαίνουν μέσα σε άγκιστρα
Αν θέλετε να αλλάξετε παράγραφο τότε δεν αρκεί μόνο να πατήσετε Enter πρέπει 
την νέα σειρά να την έχετε μέσα σε $
Αν θέλετε να αφήσετε κενά μεταξύ λέξεων χρησιμοποιείστε το Διάστημα (τελευταίο στο μενού τύπος LaTeX) ή γράψτε  \; 

     Αντιγραφή –επικόλληση στον επεξεργαστή κειμένου ( π.χ. Word) 

[image: image4.emf]
Για να πάρετε τη διπλανή εικόνα:Με το εργαλείο επιλογής (1ο στην εργαλειοθήκη)
επιλέξτε το ολοκλήρωμα , συνεχίστε με 
επεξεργασία , σχέδιο στη μνήμη και επικολλήστε το στον επεξεργαστή κειμένου ως εικόνα.Το ίδιο κάντε για ότι άλλο θέλετε από τα γραφικά


εφαρμογή

1. Πάρτε ένα τρίγωνο ΑΒΓ , ένα σημείο Δ και ένα δρομέα a.
(Στην άλγεβρα εμφανίζονται τα μήκη α,β,γ των πλευρών και το εμβαδό)

2.  Βρείτε το ομοιόθετο του ΑΒΓ ως προς το Δ και σαν συντελεστή πληκτρολογήστε a (a είναι το όνομα του δρομέα, στην άλγεβρα εμφανίζονται τα μήκη α΄,β΄,γ΄ των πλευρών και το εμβαδό)

3.  Αλλάξτε τον χρωματισμό του ομοιόθετου τριγώνου
4.  στο πεδίο εισαγωγής λ1=α΄/α και enter 
(Αυτός είναι ο λόγος δύο αντίστοιχων πλευρών)

5.  Κάντε το ίδιο και για τις άλλες πλευρές
6.  Μετονομάστε τα πολύγωνα σε πολ1 και πολ2
7.  στο πεδίο εισαγωγής λ= πολ2/ πολ1, (Αυτός είναι ο λόγος των εμβαδών)
Χρήση
Μετακινείστε το τρίγωνο και δείτε στην άλγεβρα ότι οι πλευρές αλλάζουν ενώ οι λόγοι μένουν σταθεροί.
Επίσης μπορείτε να μετακινείτε το Δ προς τις κορυφές του τριγώνου.
Επίσης μπορείτε να γράψετε στο πεδίο εισαγωγής: Δ=Α
Επίσης μπορείτε από την αρχή της κατασκευής να μην πάρετε σημείο Δ αλλά μια κορυφή τριγώνου 
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Προαιρετικά
Προσπαθήστε τώρα αυτά να φαίνονται και στα γραφικά.
(εργαλείο εισαγωγή κειμένου, κλίκ στο παράθυρο επεξεργασία, τύπος LaTeX ,
κλάσματα ,
 \frac{a}{b}, αντικαθιστώ τα ορίσματα και βάζω ΑΒ, Α΄Β΄ αυτό είναι στατικό κείμενο
\frac{AB}{A'B'}=, πάλι κλάσματα, σβήνω το όρισμα a και κάνω κλίκ στην πλευρά γ, όμοια για γ΄ \frac{A'B'}{AB}=\frac{ γ΄ }{ γ }
 πληκτρολογήστε= και κάντε κλίκ στον αριθμό λ1 που είναι ο λόγος ομοιότητας 
Κάντε το ίδιο για όσες ανάλογες πλευρές θέλετε,
 Κάντε το ίδιο για το λόγο εμβαδών, )


2.  Mέσο παρουσίασης

Το κουτί επιλογής για εμφάνιση-απόκρυψη  αντικειμένων

Έστω υπάρχουν τρία αντικείμενα π.χ κείμενο 1, κείμενο 2 , κείμενο 3 και θέλουμε να αποκρύψουμε τα δύο πρώτα.

· Πάρτε το εργαλείο κουτί επιλογής για εμφάνιση-απόκρυψη (προτελευταίο εργαλείο-δεύτερο στη σειρά), κάντε κλίκ στο πεδίο του ονόματός , δώστε ένα όνομα  π.χ ΔΕΙΞΕ.
· κάντε κλίκ στο πεδίο επιλογής αντικειμένων 
και από το χώρο γραφικών του προγράμματος (ή από τη λίστα) επιλέξτε κείμενο 1 και μετά κείμενο 2 
Το λογισμικό ονομάζει το κουτί με ένα όνομα δικό του πχ  a και το θεωρεί σαν τιμή boolean a (λογική)  που όταν είναι τσεκαρισμένο ν   έχει την τιμή true ,διαφορετικά false  

Τα αντικείμενα κείμενο 1 και κείμενο 2 είναι εξαρτημένα από το κουτί Boolean a  έτσι ώστε όταν a=true αυτά εμφανίζονται διαφορετικά όχι. 
Για να δείτε αυτήν την εξάρτηση:  κλίκ στο κείμενο 1, δεξί κλίκ , ιδιότητες , 
στην καρτέλα προχωρημένες θα δείτε ότι έχει μπει όρος a. To ίδιο συμβαίνει και στο κείμενο 2.  
Οπότε αν τυχόν θέλετε να συμπεριλάβετε στο κουτί boolean a  και το κείμενο 3 
δεν έχετε παρά να πάτε στις ιδιότητές του , καρτέλα ,προχωρημένες και να γράψετε:  a
Όμοια αν θέλετε ένα αντικείμενο να το απεξαρτήσετε από το κουτί boolean a  τότε πάτε ιδιότητες , προχωρημένες, σβήστε το a.

Το κουτί επιλογής για εμφάνιση-απόκρυψη διαδοχικών κουμπιών και αντικειμένων
Δείτε ένα παράδειγμα με σύνθετες συνθήκες και  τις οδηγίες εδώ:
http://users.sch.gr/aistos/geo/check%20box%20show%20hide.htm

 δείτε το σαν εφαρμογή εδώ: http://users.sch.gr/aistos/java geogebra/ekp.html
3. Κατασκευή Μεσοκαθέτου Α Γυμνασίου
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δρομείς a,b απο 0.1 έως .....

Σημείο Α , τμήμα με δοσμένο μήκος , δίνουμε a

Κύκλος με κέντρο Α και ακτίνα b

το ίδιο με κέντρο το Β και ίδια ακτίνα
Όταν οι κύκλοι τέμνονται , βρίσκουμε τα σημεία τομής με το εργαλείο τομή αντικειμένων
Στο πεδίο εισαγωγής : dd=c/2 όπου c το μήκος του ΑΒ

χρήση

Το a   αυξομειώνει  το μήκος τμήματος

Το b αυξομειώνει την ακτίνα

Προαιρετικά:

Για να εμφανίζονται η ακτίνα και το ΑΒ/2

Δημιουργούμε κείμενο 
$\frac{ΑΒ}{2}= dd$
ρ=b
Τα  dd  , b δεν τα πληκτρολογούμε αλλά τα επιλέγουμε είτε από τα γραφικά είτε από το μενού αντικείμενα.
Παρουσίαση της παραπάνω κατασκευής

Α τρόπος

Δημιουργούμε δρομέα φ με τιμές 1-5 και βήμα 1

Στο τμήμα και στα άκρα του, δίνουμε όρο να εμφανίζεται  φ>=1

Στο πρώτο κύκλο όρο να εμφανίζεται  φ>=2

Στο δεύτερο κύκλο όρο να εμφανίζεται  φ>=3

Στα σημεία τομής φ>=4

Στην μεσοκάθετο φ>=5

Κατασκευάζουμε κουμπί
 Εισαγωγή κουμπιού  , στον τίτλο δίνουμε Επόμενο, στην δέσμη ενεργειών γράφουμε φ=φ+1
Κατασκευάζουμε δεύτερο κουμπί  με τίτλο αρχικοποίηση ,στην δέσμη εντολών γράφουμε φ=1
Β τρόπος 

Κατασκευάζουμε τέσσερα κουτιά επιλογής έστω με τίτλους βήμα1, βήμα2, βήμα3, βήμα4 , βήμα5 , βήμα6 και με αντίστοιχα ονόματα κ1, κ2, κ3, κ4 ,κ5,κ6
Στο τμήμα ,στα άκρα του και στο κ2 βάζουμε όρο κ1

Στον α κύκλο και στο κ3 βάζουμε όρο κ1Λκ2 (το σύμβολο Λ είναι η σύζευξη και το επιλέγουμε)
Στον β κύκλο  και στο κ4 βάζουμε όρο κ1Λκ2Λκ3
Στα σημεία τομής και στο κ5 βάζουμε όρο κ1Λκ2Λκ3Λκ4

Στην εφαπτομένη  και στο κ6 βάζουμε όρο κ1Λκ2Λκ3Λκ4Λκ5
Σημείωση1: για τον όρο εμφάνισης δεξί κλίκ στο αντικείμενο, ιδιότητες , προχωρημένες , όρος για την εμφάνιση
Σημείωση2: τον τελεστή Λ δεν τον πληκτρολογούμε, αλλά τον επιλέγουμε από ειδικό πίνακα που εμφανίζεται κάνοντας κλίκ στο τέλος του πλαισίου όρος για την εμφάνιση
4. Ο δρομέας ή μεταβολέας
Παίζει το ρόλο της παραμέτρου 

Εφαρμογή1
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Δρομέας a 
Στο πεδίο εισαγωγής a² y - a x - a² (x - 1) = 0 κινείστε το δρομέα, πρόκειται για οικογένεια ευθειών. Μπορείτε να βάλετε ίχνος στην ευθεία, μπορείτε να βάλετε κίνηση στο δρομέα
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Κάντε το ίδιο για την a² y - a x - a² (x - 1) + 1 = 0
 παρατηρείστε δεν είναι οικογένεια ευθειών 
Εφαρμογή2
Δρομείς a,b
Στο πεδίο εισαγωγής y=a x+b
Κάντε το ίδιο για την y=a x2+b x+c,   c νἐος δρομέας
Εφαρμογή3
Άσκηση στους μιγαδικούς  (κινητά σημεία)
Δύο κινητά σημεία Ρ και Π κινούνται στο μιγαδικό επίπεδο ώστε την τυχαία χρονική στιγμή   t ≥0 βρίσκονται στα σημεία που είναι αντίστοιχα εικόνες των μιγαδικών          z(t)=t+π+i(t-π) και  w(t)=πημt+(π+πσυνt)i
α) Να δείξετε ότι το Ρ κινείται πάνω σε μια ημιευθεία ε της οποίας βρείτε την εξίσωση και να βρείτε την χρονική στιγμή t1 ( [0,2π) που το Α απέχει από την αρχή του μιγαδικού επίπεδου την μικρότερη απόσταση.

β)  i) Να δείξετε ότι το Π κινείται πάνω σε κύκλο C  του οποίου  βρείτε την εξίσωση και τα στοιχεία του. 
ii) Βρείτε την χρονική στιγμή t2( [0,2π) που το Π απέχει από την αρχή του μιγαδικού επίπεδου την μικρότερη απόσταση

iii) Βρείτε την χρονική στιγμή t3( [0,2π)  που το Π απέχει από την αρχή του μιγαδικού επίπεδου την μεγαλύτερη απόσταση

γ) Να δείξετε ότι | z(t1)- w(t1)|2- | z(t2)- w(t2)| 2= 6π2
δ) Να δείξετε ότι οι τροχιές των δύο κινητών σημείων δεν θα συναντηθούν . Επίσης να βρείτε την μικρότερη απόστασή τους ΓΔ όπου Γ , Δ αντίστοιχα κατάλληλα σημεία στον κύκλο C  και στην ημιευθεία ε
ε) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει τυχαία χρονική στιγμή t ώστε  | z(t )- w(t )|= ΓΔ
Δώστε στο πεδίο εισαγωγής:  z=t + π + i (t - π)  και w=π sin(t) + (π + π cos(t)) i
 5. Συναρτήσεις

A. Απευθείας πληκτρολόγηση
Στο πεδίο εισαγωγής με αγγλικό πληκτρολόγιο γράφουμε χ^2 ή f(x)=x^2 ή  y=x^2
Επίσης τη δύναμη μπορείτε να την περάσετε με πατημένο το πλήκτρο alt και τον εκθέτη που θέλετε..
για τον αριθμό π=3,14 πατήστε π ή pi
για την ex πατήστε e^x
Για την lnx πατήστε ln(x) 
Πατήστε lg(x) για τον δεκαδικό λογάριθμο
Πατήστε log(β,x) για τον λογάριθμο   με βάση β

Πατήστε sqrt(x)  ή χ^(1/2) για την τετραγωνική  ρίζα χ
Πατήστε cbrt(x)  ή χ^(1/3) για την κυβική  ρίζα χ

Πατήστε cos(x) , sin(x) , tan(x) για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις
Πατήστε sgn(x)  για να πάρετε +1 ή -1 για χ>0, για χ<0 αντίστοιχα.
Πατήστε  abs(x)  για την |χ|

Στo πεδίο εισαγωγής αν δώσουμε floor (2.3) θα δημιουργηθεί ο αριθμός 2 που είναι ο max ακέραιος <= 2.3
Δοκιμάστε τις floor(x) και ceil(x)  ή και x+ floor(x)  ή και ceil(x2)  για εντυπωσιακές γραφικές παραστάσεις 
Β. Συνάρτηση με ελεγχόμενο από εμάς το Πεδίο Ορισμού 
στο πεδίο εισαγωγής:

Πχ 1   Συνάρτηση[x3+1, -3,3]  όπου [-3,3] το πεδίο ορισμού 
όπου το Συνάρτηση στα Ελληνικά, το x στα Αγγλικά
 Πχ 2 έστω a,b δρομείς με a<b, 
 Συνάρτηση[cos(x),a,b]  κινείστε τους δρομείς
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Σχόλιο: Γράφοντας με ελληνικό πληκτρολόγιο στο πεδίο εισαγωγής εμφανίζεται η συνάρτηση που αντιστοιχεί στα γράμματα που έχετε πληκτρολογήσει.
Π.χ αν πληκτρολογήσει συ θα εμφανιστούν εντολές για τη συμμετρία, και για την εντολή συνάρτηση, επιλέξτε την συνάρτηση
Εναλλακτικά μπορείτε στο τέλος του πεδίου εισαγωγής  να πατήσετε το κουμπί για την βοήθεια εισαγωγής και να επιλέξετε από εκεί την εντολή που θέλετε.
Γ. Πολύτυπη συνάρτηση
Στο πεδίο εισαγωγής με Ελληνικό πληκτρολόγιο γράφουμε

Αν, οπότε εμφανίζεται η βοήθεια ,επιλέγουμε την
 Αν[ <Συνθήκη>, <Τότε>, <Ειδάλλως> ] 
πχ1
 γράφουμε Αν[ x<0 ,x^2, x^(1/2) ] όπου το Αν στα Ελληνικά, το x στα Αγγλικά

Δηλαδή <Συνθήκη> =x<0 , <Τότε>= x^2, <Ειδάλλως>= x^(1/2)
Το αποτέλεσμα είναι να πάρουμε :
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στην  Άλγεβρα τον τύπο 

    τον οποίο  αν  σύρω στα γραφικά  εμφανίζεται και εκεί.
[image: image11.png]f; f(z)dz
b—a




στα γραφικά 
 
την  γραφική της παράσταση
Πχ2 

[image: image12.png]


Αν[x > 0, Αν[x > 3, x, x³], x - 1]

θα δώσει την x αν x >0 και x >3 δηλ x >3 , 


την x 3 αν x >0 και αλλιώς x >3 δηλαδή 0<χ≤3
την x -1 αν αλλιώς x >0 δηλαδή x ≤0
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πχ3

Αν[x > 0, Αν[x > 3, x, x³]] 

θα δώσει την παραπάνω χωρίς το αλλιώς για 
το x >0  

[image: image14.jpg]


πχ4
Αν[x > 0, Αν[x ≟ 0, 3, 1 + x³], x - 1] 
[image: image15.jpg]


Αν δεν θέλετε να φαίνεται η λέξη διαφορετικά , πρέπει να γράψετε εσείς την συνθήκη
Στο πχ4
η  Αν[x ≥ 0, Αν[x ≟ 0, 3, 1 + x³], x - 1] 

γίνεται:
Αν[x ≥ 0, Αν[x ≟ 0, 3, 1 + x³], Αν[x<0,x - 1]] 

Εφαρμογή:
Δώστε την 
[image: image16.emf]Αν[x > 0, Αν[x > 1, x + 1, x³], Αν[x ≤ 0, -x² + 1]]
όπου a, b δρομείς
και ζητείστε τη τιμή του a και του b ώστε να είναι συνεχής 
Στο πρώτο σχήμα οι παράμετροι έχουν τέτοιες τιμές ώστε η f  να μην είναι συνεχής 
[image: image17.emf]
Στο δεύτερο σχήμα a=b=0 
(μετακινούμε τους δρομείς, ή πληκτρολογούμε στο πεδίο εισαγωγής a=0 ,b=0) 

6. Η αντίστροφη συνάρτηση
Έστω η f(x)=x3 
Α τρόπος: πληκτρολογήστε και την y=x και πάρτε το συμμετρικό της f ως προς την y=x    (4ο εργαλείο από το τέλος)
Β τρόπος: πληκτρολογήστε και την y=x , σημείο Α πάνω στην f , συμμετρικό Α1 του Α ως προς την y=x  κατόπιν 

α επιλογή:   ίχνος στο Α1 , κινείστε το Α

β επιλογή: Εργαλείο γ. τόπου, κλίκ πρώτα στο Α1 και μετά στο Α

Κάθε φορά μπορείτε με το ποντίκι να σύρετε την f  ή να αλλάζετε τον τύπο της (διπλό κλίκ στο γράφημα ή στον τύπο της.)
Εφαρμογή:

f(x) = 5x⁷ + 4x⁵ - ax, a πραγματικός με a<0
α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται 
β) Να λύσετε την εξίσωση f-1(χ)=0
γ) Να δείξετε ότι όταν a (-1 τότε οι  f, f-1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο
δ) Να δείξετε ότι όταν -1<a <0 τότε οι  f, f-1 έχουν τρία κοινά σημείο
Αλγεβρική λύση
α) είναι f΄(x)>0
β) η εξίσωση ισοδυναμεί με x =f(0)=0
γ) Τα κοινά τους είναι η λύση της f(x)=x, οπότε x (5 x 6+4 x 4-a-1)=0, οπότε μόνο χ=0 
αφού a (-1 
δ) όταν -1<a <0  τότε η 5 x 6+4 x 4-a-1=0 έχει δύο λύσεις μία θετική και μία αρνητική αφού f(0)= -a-1<0 και τα όρια στο +- ∞ είναι +∞
Γραφική λύση
Δημιουργείστε  δρομέα a με τιμές από -5 έως 5, 
στο πεδίο εισαγωγής πληκτρολογήστε  f(x) = 5x⁷ + 4x⁵ - a x,
επίσης πληκτρολογήστε  y=x, 
βρείτε το συμμετρικό της f(x) ως προς την y=x ,
κινείστε τον δρομέα a. 
Για τις θετικές τιμές του a η f  δεν είναι ένα προς ένα και η συμμετρική της δεν είναι συνάρτηση
Διορθώστε το πεδίο ορισμού του a από -5 έως 0.001
Η γραφική παράσταση της f-1(χ) περνά πάντα από την αρχή , οπότε η f-1(χ)=0 έχει λύση χ=0
όταν a (-1 τότε οι  f, f-1 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο
όταν -1<a <0 τότε οι  f, f-1 έχουν τρία κοινά σημείο
[image: image18.emf]Σχόλιο
1.Διορθώστε την συνάρτηση σε f(x) =-5x⁷ -4x⁵ +a x και παρατηρήστε ότι  
όταν οι f, f-1 έχουν τρία κοινά σημεία τα δύο από αυτά δεν είναι πάνω στην y=x, αλλά στην y= -x
2. Τα κοινά σημεία μπορείτε να τα δείτε με το εργαλείο
Δεύτερο στη γραμμή εργαλείων , 4ο στο μενού
3. Μπορείτε να διορθώνετε ένα αντικείμενο είτε με διπλό κλίκ σε αυτό είτε με αριστερό κλίκ και ιδιότητες.

7. Επιθεώρηση συνάρτησης
Επιλέγουμε συνάρτηση και : 
[image: image19.emf]α επιλογή:   κλίκ στο διάστημα οπότε μπορούμε
1.  να αλλάξουμε το διάστημα (μετακινώντας σημεία ή πληκτρολογώντας τιμές)
2. Δίνει πληροφορίες για min- max πλήθος ριζών, Εμβαδό, ορισμένο ολοκλήρωμα , ,μήκος καμπύλης  
και   μέση τιμή συνάρτησης 
β επιλογή:   κλίκ στα σημεία οπότε μπορούμε
1. Να πάρουμε ένα δείγμα σημείων
2. Να πάρουμε την εφαπτομένη σε ένα σημείο, τον εφαπτόμενο κύκλο στο σημείο αυτό
8. Παράγωγος συνάρτηση
Εφαρμογή:

[image: image3.emf]
βρείτε διαστήματα μονοτονίας
Αν στο xο η f  παρουσιάζει ακρότατο τότε

Να δείξετε ότι όταν το m διατρέχει το πεδίο ορισμού το σημείο Γ(xο,f(xo)) κινείται σε μια ευθεία
Γραφική λύση
δημιουργείστε δρομέα m>0 ,
στο πεδίο εισαγωγής πληκτρολογείστε f(x) = ln(ℯ^x + m ℯ^(-x)), 
Με το εργαλείο νέο σημείο (2ο στη γραμμή, πρώτο στο μενού) βάλτε ένα σημείο Α πάνω στην f(x)
Γράψτε στο πεδίο εισαγωγής Παράγωγος[f(x)] , τότε εμφανίζεται η g  παράγωγος  της f
Εναλλακτικά γράψτε στο πεδίο εισαγωγής f’(x), τότε εμφανίζεται  η f ’ η παράγωγος  της f
1η προσέγγιση
Από το Α φέρτε κάθετη προς τον χχ΄ (εργαλείο κάθετη γραμμή 4ο στη γραμμή, πρώτο στο μενού)
Δημιουργείστε Β σημείο τομής της κάθετης με την παράγωγο συνάρτηση (Εργαλείο δεύτερο στη γραμμή εργαλείων , 4ο στο μενού)
Κινείστε το Α κατά μήκος της γραφικής παράστασης και παρατηρείστε την κίνηση του Β. Όσο το Α διατρέχει τμήμα της f που είναι γν. αύξουσα το Β έχει τεταγμένη θετική.
Όσο το Α διατρέχει τμήμα της f που είναι γν. φθίνουσα το Β έχει τεταγμένη αρνητική
Όταν το Β έχει τεταγμένη μηδέν παρατηρείστε ότι το Α είναι σε θέση ακροτάτου.
Μπορείτε να βλέπετε τις συν-νες του Β (δεξί κλίκ, ιδιότητες, βασικά, δείξε την τιμή.)
Προαιρετικά κρύψτε το Β ,την κάθετη και την παράγωγο (δεξί κλίκ, δείξε το αντικείμενο)
2η προσέγγιση
Πάρτε το εργαλείο εφαπτομένες  ( 4ο στη γραμμή, 5ο  στο μενού) , κάντε κλίκ στο Α και μετά στην f
Πάρτε το εργαλείο κλίση (8ο στη γραμμή, 5ο  στο μενού), κάντε κλίκ στην εφαπτόμενη
Κινείστε το Α κατά μήκος της γραφικής παράστασης και παρατηρείστε την κλίση.



Εύρεση ακρότατου
Εμφανίστε την παράγωγο και βρείτε το σημείο στο οποίο τέμνει τον χχ’. Από αυτό φέρτε κάθετη στον χχ’ και έστω Κ το σημείο τομής με την f. Το Κ είναι το ακρότατο.
1η προσέγγιση
Βάλτε στο Κ ενεργό ίχνος(δεξί κλίκ, ιδιότητες), κινείστε τον δρομέα m
2η προσέγγιση
Πάρτε το εργαλείο γ. τόπος ( 4ο στη γραμμή, τελευταίο στο μενού) , κάντε κλίκ στο Κ και μετά στο m. (O γ. τόπος φαίνεται να είναι τμήμα αλλά αυτό οφείλεται στις τιμές που ορίσαμε στο m)
Από την άλγεβρα βρίσκουμε ότι ο γ. τόπος είναι η ημιευθεία y=x+ln2
Πληκτρολογήστε στο πεδίο εισαγωγής y=x+ln(2) για να το διαπιστώσετε.

9. Κατασκευή παραβολής

κατασκευή διευθετούσας
Η διευθετούσα θα είναι μεταβαλλόμενη ευθεία
Δρομείς α,β,γ
ευθεία αx+βy=γ . Αυτή θα είναι η διευθετούσα
Σημείο Α πάνω σε αυτή
Κάθετη στη διευθετούσα στο Α
Σημείο Β πάνω στην κάθετη
Τμήμα ΑΒ (στην άλγεβρα βλέπουμε ότι του έδωσε όνομα )
Κρύβουμε την κάθετη 
σημείο Γ μέσο του ΑΒ

Ημιευθεία ΓΒ
σημείο Δ πάνω στην ημιευθεία
Τμήμα ΑΔ
Εργαλείο Κύκλος με κέντρο και ακτίνα, βάζουμε κέντρο Β και σαν ακτίνα
πληκτρολογούμε το όνομα του τμήματος ΑΔ. (διορθώστε το στυλ ώστε να είναι διακεκομμένος)
Κάθετη από το Δ στο τμήμα ΑΒ, Ε,Ζ τα σημεία τομής με τον κύκλο
Κρύβουμε την κάθετη, το Ε ή το Ζ είναι οι γεννήτορες της έλλειψης, όταν κινούμε το Δ
1η προσέγγιση
Αφήνουμε ενεργά τα ίχνη των Ε,Ζ και κινούμε το Δ
2η προσέγγιση
Εργαλείο γ. τόπου, κλίκ στο Ε και μετά κλίκ στο Δ και επίσης κλίκ στο Ζ και μετά κλίκ στο Δ
Σχόλιο
Μετακινείστε τους δρομείς για αλλαγή της θέσης της παραβολής
Βάλτε α=0, β=-1, γ ότι θέλετε , μετακινείστε τα Α ,Β για παραβολή μορφής y2=2px
Βάλτε α=-1, β=0, γ ότι θέλετε , μετακινείστε τα Α ,Β για παραβολή μορφής x2=2py
Μπορείτε φυσικά από το πεδίο εισαγωγής να πληκτρολογήσετε τον τύπο της παραβολής που θέλετε.
Εισαγωγή κουμπιού για ελεγχόμενες παραβολές

Εργαλείο Εισαγωγή κουμπιού (προτελευταίο εργαλείο)
δίνουμε όνομα π.χ Παραβολή1
Στη δέσμη ενεργειών γράψτε

 α=0
 β=-1
γ=2
’Ομοια κουμπί  α=-1, β=0, γ=2

10. Το εμβαδό του παραβολικού χωρίου

 

Φάση 1    Εμβαδό χωρίου
στο πεδίο εισαγωγής ο  τύπος f(x)=-3x2+4 
 
 j δρομέας  j =0 αρχική τιμή , τελική κατ’εκτίμηση
 x=j στο πεδίο εισαγωγής
n δρομέας με τιμές 0 έως 200 ( το χωρίο ορίζεται  από x=0 και x= j και χχ΄)
Έστω Α,C τα σημεία τομής της x=0 με την f(x)
και B,D τα σημεία τομής της x=j με την f(x)

Στο πεδίο εισαγωγής:
ΚάτωΑθροισμα[f, x(A), x(B), n]   
 ΠάνωΑθροισμα[f, x(C), x(D), n]  
κινείστε τον δρομέα n και παρατηρείστε τις τιμές των αθροισμάτων όπως φαίνονται στην άλγεβρα

[image: image20.emf][image: image21.emf] 
Στο πεδίο εισαγωγής:  Ολοκλήρωμα[f, x(A), x(B)] που είναι το εμβαδό το πραγματικό (μέτρηση λογισμικού)

Φάση 2    Συσχετισμός εμβαδού χωρίου με παράγουσα συνάρτηση της f
Η ιδέα είναι να αποτυπώσουμε το εμβαδόν που παράγεται σαν τιμή μιας συνάρτησης
και να προσπαθήσουμε να βρούμε αυτή την συνάρτηση.
 Στο πεδίο εισαγωγής :  Μ=(x(B), k) όπου k η τιμή του πραγματικού εμβαδού του χωρίου ίχνος ενεργό στο Μ, κίνηση του δρομέα j
Η συνάρτηση που παράγεται είναι η αποτύπωση του εμβαδού της f

Στο πεδίο εισαγωγής πληκτρολογούμε την παράγουσα της f, δίνουμε διάφορες τιμές στη σταθερά  ώστε κάποια παράγουσα συνάρτηση να ταυτιστεί με το ίχνος του   M.(αντί για ίχνος μπορείτε τον γ.τ.)

Έτσι η συνάρτηση μιας παράγουσας ταυτίζεται με τη συνάρτηση του Ολοκληρώματος , το οποίο ολοκλήρωμα είναι η οριακή τιμή του εμβαδού χωρίου.

Βλάστος Αιμίλιος-Μαθηματικός
Σελίδα 13

